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空间解析几何
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3.1 空间直角坐标系

一、空间直角坐标系

二、 向量的概念

三、向量的线性运算

四、向量在轴上的投影

五、 线性运算的几何意义

六、向量的模与方向余弦

返回
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一、空间直角坐标系

3.1 空间直角坐标系与向量

三个坐标轴的正方向
符合右手系.

即以右手握住 z
轴，当右手的四

个手指从正向 x
轴转向正向 y 轴
时，大拇指的指

向就是 z 轴的正

向. 

z

y

x

o

x轴:横轴；y轴：纵轴；z轴：竖轴
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o
x

y

z
符合右手系 .

o
x

y

z

o

x

y
z

不符合
右手系 .
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Ⅶ x

yo

z

空间直角坐标系共有八个卦限

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅳ

Ⅴ

Ⅵ

Ⅷ

yoz面

zox面

xoy面
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空间的点M    11
有序数组(x, y, z)

特殊点的表示:

(0,0,0)O原点

x

y

z

o
)0,0,(xP

)0,,0( yQ

),0,0( zR

)0,,( yxA

),,0( zyB

),,( zoxC

坐标轴上的点P, Q , R,

坐标面上的点A, B, C,

),,( zyxM.

  .,, 的坐标称为点 Mzyx
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例 在O—xyz坐标系中表示以下三个点：

M1(1, 2, 3), M2(-1, 2, 3), M3(1, 2, -3).

M1

x

y

z

O
1 2

3 .
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x

y

z

O
2

-1

M2

x

y

z

O
1

2

-3

M3

3

.

.
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二、 向量的概念

向量：既有大小又有方向的量.

以A为起点，B为终点的有向线段.

向量的模：向量的大小. 或|||| a

单位向量：模为1的向量.

零向量：模为 0 的向量. 

（模又称为长度或范数）.

A

B

向量的表示： 或a AB

||AB||

a

0
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相等向量：大小相等且方向相同的向量.

b


负向量：大小相等但方向相反的向量. a
aa

自由向量：不考虑起点位置的向量.

a a
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向径： 空间直角坐标系中任一点 与原点
构成的向量.         OP

P

x

y

z

o

P
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三、向量的线性运算

1. 向量的分量：

把向量 作平行移动，使其起点
与原点重合。

设其终点A的坐标为(a1, a2, a3), 则
称a1, a2, a3为向量 的分量
或坐标，

记为 =(a1, a2, a3).

a OA

a

a
a

x
y

z

o

A

a1

a2

a3
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2. 向量的线性运算

定义 设 =(a1, a2, a3),  =(b1, b2, b3),

 +  = (a1 +b1, a2 +b2, a3+ b3),
k •  =(ka1, ka2, ka3 ).

 + 称为加法， k • 称为数乘.

加法与数乘统称为线性运算.

 -  =  +（- ）
= (a1 - b1, a2 - b2, a3 - b3).
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3. 线性运算满足的运算规律

(1)  + =  +  ;
(2) ( +) + =  +( +);
(3)  + 0 =  ;
(4)  +(- ) = 0 ;
(5) 1  =  ;
(6) k(l ) = (kl) ;
(7) k( +) = k +k ;
(8) (k+l)  = k  +l  .
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4. 基向量与线性表出

)1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(  kji


单位向量 kji


,, 称为基向量.

a =(a1, a2, a3)
=(a1, 0,0)+(0, a2, 0)+(0, 0, a3)

kajaia


321 

称 a 可由 kji


,, 线性表出。

轴上的在称为向量 xaia 
1 分向量。

x

y

z

O

i


j
k


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四、向量在轴上的投影

1. 空间两向量的夹角的概念：

,0
 a ,0


b

向量 a与向量 b

的夹角

 b,a
  a,b 


 0( )

类似地，可定义向量与一轴或空间两轴的夹角.

特殊地，当两个向量中有一个零向量时，规定

它们的夹角可在0与 之间任意取值.

b


a

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2. 空间一点在轴上的投影

u

A

A

  过点A作轴u的垂直

平面，交点A即为点

A在轴u上的投影. 
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uo

A

'A

B

'B

3. 向量在轴上的投影

过空间点A,B作平面与轴 u垂直，

与轴 u相交于A’, B’,向量 AB 在轴 u
上的投影定义为





uPrj AB
||A’B’||, A’B’与u同向

- ||A’B’||, A’B’与u反向
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向量在轴上的投影有以下两个性质：

u 上的投影等于向量的模乘以(1)向量 AB在轴

轴与向量的夹角的余弦： ABjuPr cos|||| AB

u

B

B
u

证
ABjuPr  ABjuPr

cos|||| AB

B 
A

A
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由性质1容易看出：

投影为负；

投影为零；

(4) 相等向量在同一轴上投影相等；

 0)1( ,
2


 
2

)2( ,

)3( ,
2


投影为正；

u
ab



c
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（2）

两个向量的和在轴上的投影等于两个向量在

该轴上的投影之和.

.PrPr)(Pr 2121 aaaa 
uuu jjj 

A

A
B

B

C

C 

（可推广到有限多个）

u1a 2a
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利用勾股定理从图中可得

2
3

2
2

2
1|| aaak 

o

x

y

z

1a
2a

3a

A

在三个坐标轴

上的投影.

向量OA的坐标a1, a2, a3分别是 OA

2
3

2
2

2
1 aaa ||OA||

2
3

2
2

2
1 )()()( kakaka ||kOA||

|| k ||OA||
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五、线性运算的几何意义

所以，OAPB是平行四边形.

设 ),,(),,( 2121 bbOBaaOA  则

,),( 2211 OPbabaOBOA 

1111Pr abbaBPjOx 

2222Pr abbaBPjOy 

故 经平行移动后可与 重合.BP OA
故 BP OA// 同理： OBAP //

x

y

O

A

P
B

a1+b2
b2
a2

b1 a1 a1+b1
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1. 平行四边形法则 P

A
O

'A

AO

,OPOBOA 

OP是以 OBOA, 为边的平行四边形的对角线.

平行四边形法则也可表示为三角形法则 : 

., OPAPOAAPOB 

BA

BOOAOBOA 

B

B

'B
AO 
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2. 伸缩变换

ab 


(1)  > 0, b
 a与 同向；

(2)  = 0, 0b


(3)  < 0, b


与 a 反向.

aaaabbbb 
  ),,(),,( 321321

).0,0(

.//
3

3

2

2

1

1





ii ba
a
b

a
b

a
bba

则若



a a2

a
2
1


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例1. 非零向量单位化.

设向量 ,0a

,
||||

1 a
a

ea



 令 则

|||||
||||

1||||| a
a

ea



 

1||||
||||

1
 a

a




.同方向的单位向量是与 aea

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例2. 证明：三角形的中位线平行于底边且等于

底边的一半.

证 设DE是中位线，

DE = DA + AE

2
1

=     BC.

=     BA +       AC
2
1

2
1

=     (BA +  AC)2
1

A

B C

ED
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例3. 设M1(x1, y1, z1) , M2(x2, y2, z2)为空间二点.

(1) 求 ||M1M2||;
解.

O

M2M1

M1M2= OM2 - OM1 = (x2 - x1, y2 - y1, z2 - z1)

||M1M2|| = 2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxx 

这就是空间两点间的距离公式.
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(2) 设M为

若M为M1M2的中点，则M的坐标为

M1M2上一点， 求M的坐标.

解. M1 M2
M

设M的坐标为(x, y, z), 由M1 M = M M2 得,

(x - x1, y - y1, z - z1) =  (x2 - x, y2 - y, z2 - z)

x - x1 =  (x2 - x),







1

21 xxx

.
1

,
1

2121















zzzyyy同理，

.
2

,
2

,
2

212121 





  zzyyxx

，
||||
||||

2

1

MM
MM
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,0 

,0 

.0 

x

y

z

o

1M
 2M




六、向量的模与方向余弦

非零向量 与三条坐标轴的正向的夹角称为方向角.a

,,,,,,  kajaia
 
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2
3

2
2

2
1

1cos
aaa

a




2
3

2
2

2
1

2cos
aaa

a



2

3
2

2
2

1

3cos
aaa

a




cos，cos，cos 称为向量a的方向余弦.

由图示可知

 


x
y

z

o

 2M
1M

a1
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1coscoscos 222  
方向余弦的特征

ae
a
a



 }.cos,cos,{cos 

特殊地：单位向量的方向余弦为

2
3

2
2

2
1

1cos
aaa

a



2

3
2

2
2

1

2cos
aaa

a




2
3

2
2

2
1

3cos
aaa

a



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设有向量 21PP ，已知 2|||| 21 PP ，它与 x

轴和 y轴的夹角分别为 
3
  和 

4
  ，如果 1P  的

坐标为 )3,0,1( ，求 2P  的坐标.  

解 设向量 21PP 的方向角为、、

,
3


 ,
4




,1coscoscos 222  .
2
1cos 

,
2
1cos  ,

2
2cos 

例4
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.
3

2,
3





 设 2P 的坐标为 ),,( zyx ,

1cos 


x
|||| 21PP 2

1


x
2
1

 ,2 x

2
0


y

2
2

 ,2 y

2
3


z ,2,4  zz

2P 的坐标为 ).2,2,2(),4,2,2(

2
1



0cos 


y
|||| 21PP

3cos 


z
|||| 21PP



返回

设 kjim
 853  ， kjin

 742  ，

kjip
 45  ，求向量 pnma   34 在   x  轴上

的投影及在 y 轴上的分向量. 

解 pnma   34

)853(4 kji


 )742(3 kji




)45( kji


 ,15713 kji




在x轴上的投影为 131 a , 

在 y轴上的分向量为 j


7 . 

例5
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3.2 向量的乘法

一、 内 积

二、 外 积

三、 混 合 积

返回
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一、内积

3.2 向量的乘法

设非零向量 = (a1, a2, a3),     = (b1, b2, b3) a b


相互垂直，则由右图可知

222 |||||||||||| abba  

即 (a1
2+ a2

2 + a3
2) + (b1

2 + b2
2 +b3

2) 

= (b1 - a1 )2 + (b2 - a2 )2 + (b3 - a3 )2

由此式可推出

a1b1+ a2b2 + a3b3 = 0. 

a

b
 ab 


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定义 设向量

= (a1, a2, a3),       = (b1, b2, b3)  a b


a b


= a1b1+ a2b2 + a3b3

称为 与 的内积（或数量积）.a b


aa   记为 2a

,1222  kji


.0 ikkjji


由定义可知，基向量

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)i j k  
  

的内积为
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向量的内积具有以下性质：

;||||)1( 22 aa  
证 aaa  2 .|||| 23

3
2
2

2
1 aaaa 

;00)2( 
a

;)3( abba  

;,),()()()4( Rbaba  


.)()5( cabacba  

性质(2)—(5)很容易用内积定义作出证明.
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由余弦定理可知

cos||||||||2||||||||

||||
22

2

baba

ba








222 ||||||||||||cos||||||||2 bababa
 

)(2
)()()(

332211

2
33

2
22

2
11

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

bababa
bababa

bbbaaa







.cos|||||||| baba
 

bja a


Pr|||| .Pr|||| ajb b




a
b


ba
 


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则若 ,0||||,0||||  ba


||||||||
,cos

ba
baba 
 

 2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

bbbaaa
bababa






|||||||| b
b

a
a 






ba ee 
 

.0332211  bababababa


.,
2

, bababa
  正交（或垂直），记为与则称若


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例1 设 .||||,30||||,23||||,11|||| bababa
  求

解 22 )(|||| baba
  22 2 bbaa

 

bababa
  26502|||||||| 22

22 )(|||| baba
  22 2 bbaa

 

bababa
  26502|||||||| 22

,2502 ba


.20||||400|||| 2  baba


，

.900
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例2.
.Pr,)()(

),12,4,3(),3,3,1(),1,2,2(
djcbabcad

cba

c




求



解

),18,10,1(
)12,4,3)(362()3,3,1)(1286(


d



 dcddjc


 ,cos||||Pr

||||||||
||||

dc
dcd 
 



.
13
259

||||





c
dc


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例3.  内积的物理意义

记 ,ABs  则

 sFsFW 
,cos||||||||

.sF  

s
F


A B

一质点在力 F 的作用下从点A移动到B，力F 所做
的功.



返回

二、外积

定义 向量 与 的外积 是一个向量，a b


ba


,,sin||||||||||||)1(  bababa


baba


，与)2( 所确定的平面垂直，且

，a ，b


ba
 符合右手系.

外积又称为向量积.
a

b


bac
 



返回

外积的性质

;,)1( babbaa
 

;00,0)2(
  aaa
;0//)3(
  baba

;)4( abba  
);()()5( baba
  

.()6( cbcacba   ）



返回

外积的几何意义

 bababa
 ,sin||||||||||||

ha |||| 

基向量的外积

,kji


 ,, jikikj




.,, ikjijkkij




= 以 为邻边的平行四边形面积.ba


，

a
b


h



返回

利用坐标计算外积

则设 ),,,(),,,( 321321 bbbbaaaa 


)()( 321321 kbjbibkajaiaba
 

ibajbaibakbajbakba


231332123121 

kbabajbabaibaba


)()()( 122131132332 

321

321

bbb
aaa
kji






返回

例 1  求与 kjia
 423  ， kjib


2 都垂

直的单位向量. 

解

c a b 
 

211
423



kji


,510 kj




,55510|||| 22 c

c
ce
c

  


 .

5
1

5
2







  kj





返回

例 2  在顶点为 )2,1,1( A 、 )2,6,5( B 和

)1,3,1( C 的三角形中，求AC 边上的高BD . 

解

A

B

CD

)0,5,4( AB
)3,4,0( AC

三角形ABC的面积为

||||
2
1 ABACS  222 161215

2
1

 ,
2

25


|||| AC ,5)3(4 22  ||||
2
1 BDS  |||| AC

BD 5
2
1

2
25

.5BD



返回

例3 设单位向量OA与三个坐标轴夹角相等，B
是点M(1,-3,2)关于N(-1,2,1)的对称点.  求OA  OB.

解 设, , 是OA的方向角，则

OA = {cos , cos , cos  } .

由  =  = 可得

cos2 + cos2 + cos2 = 3 cos2 =1.

,
3

1cos 

).
3

1,
3

1,
3

1(OA



返回

设点B的坐标是(x, y, z),则点N是MB的中点，且

.1
2

2,2
2

3,1
2

1








 zyx

.0,7,3  zyx

OB = (-3, 7, 0),

).10,3,7(
3

1


073
3

1
3

1
3

1





kji

OBOA



     zyxBNM ,,1,2,12,3,1 
. . .



返回

|||||||||| FOQM




sin|||||| FOP




M

的方向垂直于OP 与F


所决

定的平面,  指向符合右手系.

L

F


P
Q

O



例4 外积的物理意义

它的模矩是向量

的力对支点，力的夹角为与点处。力上

作用于这杠杆的支点，有一力为一根杠杆设

,M
OFOPFP

FLO




返回

定义

][ cba  cba   )(
321

321

321

ccc
bbb
aaa



,321 kajaiaa
  ,321 kbjbibb


设

这是混合积的坐标表达式

三、混合积

,321 kcjcicc
 

cbacba  )(,,, 数量设已知三个向量

称为这三个向量的混合积，记为 ].[ cba



返回

     kbabajbabaibaba

bbb
aaa
kji

ba






122131132332

321

321





      312212311312332 cbabacbabacbaba 

][ cba  cba   )(

321

321

321

ccc
bbb
aaa





返回

混合积的几何意义与性质：

(1)  向量的混合积

][ cba  cba   )( 是这样

的一个数，它的绝对值

表示以向量a、b

、c为

棱的平行六面体的体积. 
a

c

b


ba


][)2( cba  cba   )( acb 
 )( .)( bac

 

（3）三向量a、b

、c共面  .0][ cba 

cbacbacba  ,cos)( 



返回

    已知 2][ cba 
，

    计算 )()]()[( accbba   .

解 )()]()[( accbba  
)()][ accbbbcaba  

ccbcccacba   )(0)()(

acbaacaaba   )(0)()(
0 0

0 0 cba   )(
cba   )(2 ][2 cba  .4

例5



返回

例 6  已知不在一平面上的四点 ),,( 111 zyxA 、

),,( 222 zyxB 、 ),,( 333 zyxC 、 ),,( 444 zyxD , 求

四面体 ABCD 的体积.  

解 由立体几何知，四面体的体积等于以向量AB 、

AC、AD为棱的平行六面体的体积的六分之一.

][
6
1 ADACABV 

),,( 121212 zzyyxxAB 



返回

),,( 131313 zzyyxxAC 

),,( 141414 zzyyxxAD 

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

4 1 4 1 4 1

1
6

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

  
    

  

式中正负号的选择和行列式的符号一致.

),,( 121212 zzyyxxAB 

][
6
1 ADACABV 



返回

3.3 平 面

一、 点法式方程

二、 一般式方程

三、 截距式方程

四、 平面与平面的位置关系

返回



返回

平面 可由 上任意一点
和垂直于 的任一向量完全
确定. 垂直于 的任一向量
称为 的法线向量．

法线向量的特征： 垂直于平面内的任一向量．

设 ),,,( CBAn  ),,,( 0000 zyxM

为平面上的任一点，),,( zyxM

nMM 0必有  00 nMM 

一、点法式方程

3.3  平 面



x

y

z

o

0M
M

n.



返回

),,,( 0000 zzyyxxMM 

)1(0)()()( 000  zzCyyBxxA

方程(1)称为平面的点法式方程,

平面上的点都满足方程(1)，不在平面上

的点都不满足方程（1），方程(1)称为平面
的方程，平面 称为方程(1)的图形．

其中法向量 ),,,( CBAn  已知点 ).,,( 000 zyx



返回

例 1 求过三点 )4,1,2( A 、 )2,3,1( B 和

)3,2,0(C 的平面方程.

解 }6,4,3{ AB
}1,3,2{ AC

},1,9,14{ 

所求平面方程为 ,0)4()1(9)2(14  zyx
化简得 .015914  zyx

取 ACABn  3 4 6
2 3 1

i j k
  
 

  



返回

例 2 求过点 )1,1,1( ，且垂直于平面 7 zyx
和 051223  zyx 的平面方程.

),1,1,1(1 n )12,2,3(2 n

取法向量 21 nnn   ),5,15,10(
1223
111 




kji


,0)1(5)1(15)1(10  zyx
化简得 .0632  zyx

所求平面方程为

解



返回

由平面的点法式方程

0)()()( 000  zzCyyBxxA

0)( 000  CzByAxCzByAx
D

:0 DCzByAx 平面的一般方程

法向量 ).,,( CBAn 

二、一般式方程



返回

平面一般方程的几种特殊情况：

,0)1( D 平面通过坐标原点；

,0)2( A







,0
,0

D
D 平面通过 轴；x

平面平行于 轴；x

,0)3(  BA 平面平行于 坐标面；xoy
类似地可讨论 情形.0,0  CBCA

0,0  CB类似地可讨论 情形.

    00,0,1,,0 CB



返回

例3 观察下列平面

(1)  2x - y - z = 0;

(2)  - x + 3y + 6 = 0; (3)  3z - 7 = 0.

x
y

z

o

x
y

z

o
6

2

x
y

z

o



返回

例 4 设平面过原点及点 P )2,3,6(  ，且与平面

824  zyx 垂直，求此平面方程. 

设平面为 ,0 DCzByAx
由平面过原点知 ,0D
由平面过点 )2,3,6(  知 0236  CBA

),2,1,4( n 024  CBA

,
3
2 CBA 

.0322  zyx所求平面方程为

解



返回

例 5  设平面与 zyx ,, 三轴分别交于 )0,0,(aP 、

)0,,0( bQ 、 ),0,0( cR （其中 0a ， 0b ， 0c ），

求此平面方程.
设平面为 ,0 DCzByAx

将三点坐标代入得











,0
,0
,0

DcC
DbB
DaA

 ,
a
DA  ,

b
DB  .

c
DC 

解

三、 截距式方程



返回

,
a
DA  ,

b
DB  ,

c
DC 将

代入所设方程得

1
c
z

b
y

a
x

平面的截距式方程

x轴上截距 y轴上截距 z轴上截距



返回

例 6  求平行于平面 0566  zyx 而与三个坐

标面所围成的四面体体积为一个单位的平面方程. 

设平面为 ,1
c
z

b
y

a
x

x

y

z

o,1V ,1
2
1

3
1

 abc

由所求平面与已知平面平行得

,
6

1

1

1

6

1
cba 

解



返回

,
6
11

6
1

cba
化简得 令 t

cba


6
11

6
1

,
6
1
t

a  ,1
t

b  ,
6
1
t

c 

ttt 6
11

6
1

6
11 

代入体积式

,
6
1

 t

,1,6,1  cba

.666  zyx所求平面方程为



返回

定义
（通常取锐角）

1

1n

2

2n


两平面法向量之间的夹角称为两平面的
夹角.

,0: 11111  DzCyBxA

,0: 22222  DzCyBxA

),,,( 1111 CBAn 

),,,( 2222 CBAn 

1. 两平面的夹角

四、平面与平面的位置关系



返回

按照两向量夹角余弦公式有

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121 ||cos
CBACBA

CCBBAA





两平面夹角余弦公式

2. 两平面垂直与平行的充要条件：

21)1(  ;0212121  CCBBAA

21)2(  // .
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A





返回

例7 讨论以下各组平面的位置关系：

013,012)1(  zyzyx

01224,012)2(  zyxzyx

02224,012)3(  zyxzyx

解 )1( 22222 31)1(2)1(
|311201|cos





60
1cos  两平面相交，夹角 .

60
1arccos



返回

)2( ),1,1,2(1 n )2,2,4(2 n

,
2

1
2
1

4
2








 两平面平行

21 )0,1,1()0,1,1(  MM
两平面平行但不重合．

)3( ,
2
1

2
1

4
2 









21 )0,1,1()0,1,1(  MM

两平面平行

两平面重合.



返回

例8 求过点M0(-1,3,2)且与平面2x - y + 3z - 4 = 0
和x + 2y +2z -1=0都垂直的平面的方程.

解 两个已知平面的法向量为

),3,1,2(1 n ),2,2,1(2 n

故平面的法向量为

21 nnn  
221
312 
kji


kji


58 



返回

故平面的方程为

-8(x +1) - (y - 3) +5(z -2) =0,

即

8x + y - 5z +15 =0.



返回

例 9  求点 ),,( 0000 zyxP 到平面

ByAx  0 DCz

的距离.
 ),,( 1111 zyxP

|Pr| 01PPjd n

1P N

n

0P
解

.
n

PPn
n

PPn






0101 






0 1 0 1 0 1
2 2 2

( ) ( ) ( )A x x B y y C z z
A B C

    


 



返回

点到平面距离公式 . 

222
111000 )(

CBA
CzByAxCzByAx






.
222

000

CBA
DCzByAx








返回

3.4 空间直线

一、点向式方程

二、参数式方程

三、一般式方程

四、直线与直线的位置关系

五、直线与平面的位置关系

返回



返回

方向向量的定义：

x

y

z

o

s
L

),,,( 0000 zyxM ),,,( zyxM

,LM  sMM 
0 //

),,,( pnms  ),,( 0000 zzyyxxMM 

一、点向式方程
3.4  空间直线

如果一非零向量 平行

于一条已知直线L，向量

称为直线L的方向向量．
s

s .
M0
. M
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m
xx 000 







直线的点向式方程

直线的一组方向数

方向向量的余弦称为直线的方向余弦.
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例1 求过空间两点A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2)的直线
方程.
解 s = AB = (x2 - x1, y2 - y1, z2 - z1), 

.:
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xxl












例2 .1
0

2
2

3: 



 zyxl

说明：

),1,0,2()1( s

,02)2( y 即，l 在平面 y =2上.
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例3 一直线过点 A(2,-3,4)，且和 y 轴垂直相

交，求其方程.

解 因为直线和 y 轴垂直相交,

所以交点为 ),0,3,0( B

取 BAs 

所求直线方程 .
4

4
0

3
2

2 





 zyx
= （2，0，4）
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二、参数式方程

t
p
zz

n
yy

m
xx








 000

设直线 l 的方程

则















ptzz
ntyy
mtxx

0

0

0

上式称为直线l 的参数方程，t 称为参数，不同的

t 对应于直线l 上不同的点.
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例 4 求过点 )3,1,2(M 且与直线
12

1
3

1






 zyx

垂直

相交的直线方程.

解 先作一过点M且与已知直线垂直的平面

0)3()1(2)2(3  zyx

再求已知直线与该平面的交点N,

令 tzyx









12

1
3

1
.12

13













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tx



返回

代入平面方程得 ,
7
3

t 交点 )
7
3,

7
13,

7
2( N

取所求直线的方向向量为 MN

MN )3
7
3,1

7
13,2

7
2(  ),

7
24,

7
6,

7
12( 

所求直线方程为 .
4

3
1
1

2
2 






 zyx
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x

y

z

o

1

2

空间直线可看成两平面的交线．

0: 11111  DzCyBxA

0: 22222  DzCyBxA








0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

空间直线的一般式方程

L

三、一般式方程



返回

例5 用点向式方程及参数方程表示直线

.
0432

01








zyx
zyx

解一 在直线上任取一点M0 ),,( 000 zyx

取 10 x ,
063

02

00

00










zy
zy

解得 2,0 00  zy

M0点的坐标 ),2,0,1( 



返回

因所求直线与两平面的法向量都垂直

取
21 nns   ),3,1,4( 

点向式方程 ,
3
2

1
0

4
1









 zyx

参数方程 .
32

41












tz
ty

tx

312
111




kji

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解二 由解法一已得直线上点M0 的坐标(1, 0, -2),

取 x1 =0, 则








043
01

11

11

zy
zy

,
4
5,

4
1

11  zy解得 )
4
5,

4
1,0(1 的坐标得点M

),
4
3,

4
1,1(10 MM

取直线的方向向量为 =(4, -1, -3),s

得直线方程为 ,
3
2

1
0

4
1









 zyx



返回

解三 由直线方程







)2(0432
)1(01

zyx
zyx

(1)+(2): 3x + 4z + 5 =0 

(1)2-(2): 3y - z - 2 = 0 

,
4

53 


xz

z = 3y - 2 

,
11

23
4

53 zyx






）（即 3.

31
3
2

4
3
5

zyx







方程(3)的方向向量(-4,1,3)与(4,-1,-3)平行，且点

)0,
3
2,

3
5( 在解法一、二所确定的直线上，故方程

(3)与解法一、二所得的方程表示的为同一直线.
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解四 (用高斯消元法——行初等变换)
1 0

2 3 4 0
x y z
x y z
   

    
1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 3 4 0 3 1 2

A
    

          

1 4 0 1
0 3 1 2
 

    
1 4
2 3

x y
z y
 

   

参数式：

1 4
.

2 3

x t
y t
z t

 
 
   

点向式： 1 2 .
4 1 3

x y z 
 


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例6 确定直线l 外一点M0(x0, y0, z0)到l 的距离.

设M1(x1, y1, z1)是直线l 上任意一确定的点，

M是l 上另一点，且

M1M = s = (m, n, p),

则直线l 的方程为 ,111

p
zz

n
yy

m
xx 







如图所示平行四边形面积

S = ||M1M0  M1M || = ||s  M1M0|| = d ||s ||

.
||||

|||| 01

s
MMsd 




d

MM1

M0

l


. .
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例7 求点M0(1 ,2, 1)到直线








02
0

:
zyx
yx

l

的距离.
解 取 z =0, 得 x =1, y =1, M1(1, -1, 0) l.

111
011




kji
s



 ,2kji




M1M0 = (0, 3, 1).

.
||||

|||| 01

s
MMsd 


 .

6
35


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直线 :1L ,
1

1

1

1

1

1
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zz

n
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m
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





直线 :2L ,
2

2

2

2

2

2

p
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n
yy

m
xx 







2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121
21

||),cos(
pnmpnm

ppnnmmLL





由此公式可计算两条直线的夹角.

1. 两直线的夹角

四、直线与直线的位置关系

两直线L1与L2的方向向量 与 的夹角称（通常指
锐角）称为L1与L2的夹角，记为< L1, L2 >.

1s


1s




返回

2. 两直线的位置关系：

21)1( LL  ,0212121  ppnnmm

21)2( LL // ,
2

1

2

1

2

1

p
p

n
n

m
m



直线 :1L

直线 :2L

),0,4,1(1 s

),1,0,0(2 s

,021  ss  ,21 ss  

例如，

.21 LL 即
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例 8  求过点 )5,2,3( 且与两平面 34  zx 和

152  zyx 的交线平行的直线方程.

解 设所求直线的方向向量为 ),,,( pnms 

根据题意知 ,1ns  ,2ns 

取 21 nns   ),1,3,4( 

.
1

5
3

2
4

3 





 zyx
所求直线的方程
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直线和它在平面上的投影直线的夹角

称为直线与平面的夹角．



,: 000

p
zz

n
yy

m
xxL 







,0:  DCzByAx

),,,( pnms 

),,,( CBAn 






2
,ns 


2

,ns 

五、直线与平面的位置关系

 0 .
2


1、直线与平面的夹角
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222222

||sin
pnmCBA

CpBnAm





直线与平面的夹角公式

2.  直线与平面的位置关系：

L)1( .
p
C

n
B

m
A



L)2( // .0 CpBnAm

 .cos 
2
   cossin

2

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例 9 设直线 :L
2

1
12

1 





 zyx
，平面

: 32  zyx ，求直线与平面的夹角.

解 ),2,1,1( n ),2,1,2( s

222222

||sin
pnmCBA

CpBnAm





96
|22)1()1(21|




 .
63

7


63
7arcsin  为所求夹角．
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例10 直线l 过点M(2,5,-2)且与直线








043
042

:1 zyx
zyx

l

垂直相交，求l 的方程.

解 只需求出交点N的坐标即可.
过M作平面与l1 垂直，

与l1的交点即N.

l1 的方向向量

143
2111 
kji

s




.759 kji




 NM
l

l1
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过M(2,5,-2)且与l 垂直的平面

:  -9(x - 2) +5(y - 5) +7(z + 2) = 0.

9x - 5y - 7z - 7 = 0.
将直线l1 与的方程联立：












0779
043
042

zyx
zyx

zyx

解得：x =1, y = -1, z =1.

这就是l1与的交点N的坐标(1, -1, 1).
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直线l 的方向向量

s = MN = (-1, -6, 3).

l 的方程

.
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2
6
5

1
2 







 zyx
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3. 平面束

设直线l 的方程是








0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA (1)

(2)

除方程(2)所表示的平面外，经过直线l 的所有平

面都可由下式表示：

)3(0)( 22221111  DzCyBxADzCyBxA 

经过直线l 的平面全体称为过l 的平面束.

方程(3)称为过直线l 的平面束方程.
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例11 求直线

3
2

1
5

4
4: 






 zyxl

在平面

：2x + 2y + z -11=0
上的投影直线.

解 过直线l 作一平面’与垂直，则

’与的交线l’就是l 在上的投影.
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将l 的方程改写为一般式








0173
0244

zy
yx

过l 的平面束方程为

x + 4y - 24 +  (3y + z -17) = 0
即

x + (4 + 3  ) y +  z - (24 + 17) = 0

其法向量为

n’ =(1, 4 + 3  , ),



返回

由’可得

01071)34(212'  nn 

，
7

10


’的方程为

，0)
7

17024(
7

10)
7
304(  zyx

即
7x - 2 y - 10z + 2 = 0

直线l 在上的投影为








01122
021027

:'
zyx

zyx
l
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解2

取 ' 4 1 3 ( 7, 2,10)
2 2 1

i j k
n s n     

  
  

即 7 2 10 2 0x y z   

所以l 在上的投影直线为
7 2 10 2 0

' :
2 2 11 0
x y z

l
x y z
   

    

0)2(10)5(2)4(7:'  zyx

.')2,5,4(' 上在上的点，则垂直的且与作过  Mll
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解 n (1,4, 1), 
(1, 2, 2),s  



例12 判 定l :
 

 


x 1 y 2 z
1 2 2

与π: x + 4y – z –1 = 0

的位置关系.  若相交，则求出交点与夹角.

9 0,
s n    所以l 与π相交.

1
: 2 2 .

2

x t
l y t

z t

 
   
 

代入π, 得 8
9

t  

所以l 与π交点
1 2 16( , , )
9 9 9
 

| |arcsin
|| |||| ||

n s
n s

 
 

 
 

| 1 8 2 | 1arcsin arcsin
418 9 2
 

  
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