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迭代的思想 

设� 是方程� 的根，通过迭代计算，产生

序列 

   �  

只需�  

•将一个计算过程反复进行称为迭代,迭代法
是一类常见常用的计算技术 

•如何将二分法迭代改写成上述公式？ 

x* f(x) = 0

x0 → x1 = φ(x0) → ⋯ → xn = φ(xn−1) → ⋯

lim
n→∞

xn = x*
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问题 

•构造有效的迭代格式 

•选取合适的迭代初值 

•对迭代格式进行收敛性分析 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不动点迭代法



XIAOZHOU

不动点迭代法

•不动点迭代法 

•不动点迭代的收敛性 

•迭代序列的收敛速度 

•序列收敛加速方法
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不动点(Fixed Point)

若迭代法产生的序列收敛� ，则     

     
�  

•若实数� 满足� ,则称� 为函数

� 的不动点

lim
n→∞

xn = x*

lim
n→∞

φ(xn−1) = lim
n→∞

xn ⟹ φ(x*) = x*

x* φ(x*) = x* x*
φ
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不动点迭代(Fixed Point Iteration)

•与求根问题的联系？     

            �  

•即将求� 的根转换为求� 的不动点 

•如何转换？

f(x) = 0 ⟺ φ(x) = x

f(x) φ(x)
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不动点迭代(Fixed Point Iteration)

选择合适的初值�      

     �  

•若序列收敛� ，则称迭代是收敛

的。� 是� 的，是� 的不动点 

•将非线性方程求解归结为一系列显式的
函数值计算 

x0

xn+1 = φ(xn), n = 0,1,…,

xn → x*
x* f(x) φ(x)
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几何意义 — 蛛网图 
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例 已知方程� 在�

上有一个根，构造其不动点迭代格式 

f(x) = x3 + 4x2 − 10 = 0 [1,2]
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例 已知方程� 在�

上有一个根，构造其不动点迭代格式

f(x) = x3 + 4x2 − 10 = 0 [1,2]

1. �  

2. �  

•取初值� ，哪种格式比较好？

φ(x) =
10
x

− 4x

φ(x) =
10

x + 4

x0 = 1.5
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不动点的存在唯一性

引理：如果� 满条件 

   (1)� ,   (2)�  

则� 在� 有唯一的不动点 

证：                    

φ(x) ∈ C1[a, b]

a ≤ φ(x) ≤ b |φ′�(x) | ≤ L < 1

φ(x) [a, b]
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全局收敛定理
定理：如果� 满条件 

   (1)� ,   (2)�  

则对任意的初值� ，迭代格式�

产生的序列收敛到� 的不动点� ，且满足 

       �  

证：                    

φ(x) ∈ C1[a, b]

a ≤ φ(x) ≤ b |φ′�(x) | ≤ L < 1

x0 ∈ [a, b] xn+1 = φ(xn)
φ(x) x*

|x* − xn | ≤
1

1 − L
|xn+1 − xn |
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局部收敛定理

定理：设� 是� 的不动点，如果� 在� 的

某领域连续且满条件� 。则对充分

接近� 的初值� ，迭代格式� 产生的

序列收敛到� 的不动点� 。 

证：                   

• • • • •

• • • • •

x* φ(x) φ′�(x) x*
|φ′�(x*) | < 1

x* x0 xn+1 = φ(xn)
φ(x) x*
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例 已知不动点迭代格式� ,求

其不动点。

φ(x) = x2 − 2.8x

•如何取初值� ？x0
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迭代序列的收敛速度
数列的� 阶收敛概念 

   设迭代法产生的序列收敛� ，若存在

� 使得� ，则称数列是

� 阶收敛 

•收敛阶� 时,称为线性收敛  

•收敛阶� 时,称为超线性收敛 

•收敛阶� 时,称为平方收敛                               

r

lim
n→∞

xn = x*

a > 0, r > 0 lim
n→∞

|xn+1 − x* |
|xn − x* |r = a

r

r = 1

r > 1

r = 2

收敛阶高好 
还是低好？
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不动点迭代序列的收敛速度

定理：若不动点迭代收敛，则其至少是线性

收敛 

证： 

•为什么是至少？                             

• • • •
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不动点迭代序列的收敛速度

定理：设� 是� 的不动点，如果满足

� 且

� ,则迭代� 为� 阶收

敛。 

证：（Taylor公式）                            

x* φ(x)
φ′�(x*) = φ′�′�(x*) = ⋯ = φ(p−1)(x*) = 0
φ(p)(x*) ≠ 0 xn+1 = φ(xn) p
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例 用不动点迭代法求解方程� ： 

• �  

• �

x2 − 3 = 0

φ(x) = x −
1
4

(x2 − 3)

φ(x) =
1
2

(x +
3
x

)

如何提高收敛速度？
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Aitken加速方法

对线性收敛序列有 

�

lim
n→∞

|xn+1 − x* |
|xn − x* |

= C

⇒
xn+1 − x*
xn − x*

≈
xn+2 − x*
xn+1 − x*

⇒ x* ≈ xn −
(xn+1 − xn)

2

xn+2 − 2xn+1 + xn

得到加速收敛序列 

           �  x̄n = xn −
(xn+1 − xn)

2

xn+2 − 2xn+1 + xn
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谢谢！


