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问题

•构造收敛速度快的迭代格式 

•平方收敛的迭代格式 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Newton迭代法
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Newton迭代法

•Newton迭代格式 

•Newton迭代法的收敛性 

•Newton迭代法的收敛速度 

•弦截法
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如何构造平方收敛的迭代格式？

•思路一：一般迭代�  

•思路二：校正法

φ(x) = x − α(x)f(x)
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Newton迭代法

选择合适的初值�      

     �  

•取� 的不动点迭代法。

x0

xn+1 = xn −
f(xn)
f′�(xn)

, n = 0,1,…,

φ(x) = xn −
f(xn)
f′�(xn)
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Newton迭代法的几何意义  

• 思路三：线性化的思想 — 用切线代替曲线
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应用 求正数� 的平方根，即求二次方程

� 的根 

例 计算�  

C
x2 − C = 0

2
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Newton迭代法的局部收敛性

定理2.7：设� 在点� 的某邻域内具有二阶

连续导数,且� ,则对充分靠近点� 的

初值� , Newton迭代法至少平方收敛 

       �  

证：                   

• •

f(x) x*
f′�(x*) ≠ 0 x*

x0

lim
n→∞

|x* − xn+1 |

|x* − xn |2 =
f′�′�(x*)
2f′�(x*)
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例 求解方程� 在� 附近
的根。

x3 + 10x − 20 = 0 x = 1.5
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初值对Newton迭代法的影响

• Newton方法收敛性依赖于� 的选取 x0
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Newton迭代法收敛的四种情况 

 连续且不不变号f′�, f′�′�
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Newton迭代法的缺陷

情况一：�  

例 用Newton迭代法求解方程�             

                   

f′�(x*) = 0

x3 − 3x + 2 = 0
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情况一：� � 为� 的重根  

引理 设� 是� 的� 重根, 则Newton迭

代法只有一阶收敛。             

                   

f′�(x*) = 0 ⟹ x* f(x) = 0

x* f(x) = 0 m
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修正的Newton迭代法 

设� 是� 的� 重根, 则修正的Newton迭

代法 

            �  

为二阶收敛。             

x* f(x) = 0 m

xn+1 = xn − m
f(xn)
f′�(xn)
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Newton迭代法的缺陷

情况二：�  

•Newton迭代法利用了除了函数� 本身信

息之外还使用了其导数� 的信息 

•所以其收敛速度较二分法，一般不动
点迭代法快（no free lunch） 

•如何求导数� 或者其近似？ 

                            

f′�(x) = ?

f(x)
f′�(x)

f′�(x)



XIAOZHOU

Newton迭代法的替代 — 弦截法 

用导数的逼近      

        �  

替代Newton迭代法中的� ,即 

       �  

f′�(xn) ≈
f(xn) − f(xn−1)

xn − xn−1

f′�(xn)

xn+1 = xn −
f(xn)

f(xn) − f(xn−1)
(xn − xn−1)
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弦截法

选择合适的初值�      

  �  

•两个初始值

x0, x1

xn+1 = xn −
f(xn)

f(xn) − f(xn−1)
(xn − xn−1), n = 1,…,
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弦截法的几何意义

•用弦线代替切线
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弦截法的收敛阶

设弦截法收敛到点� ,且� ,则其迭代

序列满足 

        �  

• � ,超线性收

敛。

x* f′�(x*) ≠ 0

lim
n→∞

|x − xn+1 |
|x − xn |p =

f′�′�(x*)
2f′�(x*)

p−1

p = (1 + 5)/2 ≈ 1.62 > 1
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⾮非线性⽅方程组
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非线性方程组

问题：求解�  

        �  

•可以用之前的什么方法求解？

F(x) = 0

x =

x1
x2
⋮
xn

, F(x) =

f1(x)
f2(x)

⋮
fn(x)
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可以用之前的什么方法求解？

•二分法迭代 

•不动点迭代法 �  

•Newton迭代法 �   
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Newton迭代法

线性化的方法： 

    �        

• �

F(x) ≈ F (x(k)) + F′�(x(k)) (x − x(k))
F′�(x(k)) = ?
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Newton迭代法

� ，其中 

       �

x(k+1) = x(k) − F′�(x(k))−1 F (x(k))

F′�(x) =

∂f1(x)
∂x1

∂f1(x)
∂x2

⋯
∂f1(x)
∂xn

∂f2(x)
∂x1

∂f2(x)
∂x2

⋯
∂f2(x)
∂xn

⋮ ⋮ ⋮
∂fn(x)
∂x1

∂fn(x)
∂x2

⋯
∂fn(x)
∂xn
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应用 求抛物线� 与圆

� 的交点

y = x2 − 1
(x − 2)2 + (y − 0.5)2 = 1



XIAOZHOU

问题

对Newton迭代法： 

     �  

•如何求解� ？ 

•如何求� ？ 

x(k+1) = x(k) − F′�(x(k))−1 F (x(k))
x(k+1)

F′�(x(k))−1
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谢谢！


