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高斯消元法的缺陷

•如果不能� 分解，怎么求解� ？ 

           �  

LU Ax = b

A = (0 1
1 0)
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高斯消元法的缺陷

•考虑方程组 

           �  

•精确解？ 

•双精度进行高斯消元求解？ 

10−20x1 + x2 = 1
x1 + 2x2 = 4
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高斯消元法的缺陷

• � 主元 

•淹没问题（乘子过大） 

•对于一个非奇异矩阵，二者均可通过改
进算法进行避免，改进策略的重点是交
换系数矩阵的行。

0
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列主元消元法
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列主元消元法

列主元包含在每一步消元步骤之前的比较。
在第� 轮消元时， 

•找到第� 行，� ，定位最大�  

•必要时交换第� 行和第� 列，然后继续进

行消元   

         

• • •

k

p k ≤ p ≤ n |apk |

p k
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例 使用列主元消元法求解方程组。 

          �

x1 − x2 + 3x3 = − 3
−x1 − 2x3 = 1

2x1 + 2x2 + 4x3 = 0
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�  

           �

1 −1 3 | −3
−1 0 −2 | 1
2 2 4 | 0

⟹

2 2 4 | 0
0 −2 1 | −3

0 0 1
2 | − 1

2
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列主元消元法

•列主元消元法保证所有乘子，或者� 的元
素的绝对值不大于� 。可以避免淹没问
题。 

•列主元消元法也可以解决� 主元问题 

•列主元消元法与� 分解？    

         

L
1

0

LU
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置换矩阵

定义 置换矩阵是一个� 的矩阵，其在每
一行、每一列仅有一个� ，其他全部为� 。 

定理 令� 是通过对单位矩阵实施一组特定的
行交换后得到的置换矩阵，则对于任意的
� 矩阵� ，� 对应于矩阵� 实施同样的行
交换得到的结果。 

       �  

n × n
1 0

P

n × n A PA A

(
1 0 0
0 0 1
0 1 0)

a b c
d e f
g h i

=
a b c
g h i
d e f
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� 分解PA = LU

•将高斯消元法的一切组合起来，进行
� 分解，即为列主元消元的矩阵
形式。 

• � 分解是求解线性方程组的主要
方法。 

• � 是对于矩阵� 包含行交换的�
分解。如何记录行置换的信息？ 

PA = LU

PA = LU

PA = LU A LU
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� 分解PA = LU

例 给出矩阵� 的� 分解 

           �  

A PA = LU

A = (
2 1 5
4 4 −4
1 3 1 )
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直接三角分解法
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Doolittle分解法 

• � ,� 是一个单位下三角矩阵，� 是
一个上三角矩阵 

•是否能够不通过高斯消元得到� 和� ？ 

         

A = LU L U

L U
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Doolittle分解法 

=

1
m21 ⋱
⋮ ⋱ 1

mn1 ⋯ mn,n−1 1

u11 u12 ⋯ u1n
u22 ⋯ u2n

⋱ ⋮
unn

A =

a11 a12 ⋯ a1n
a21 a22 ⋯ a2n
⋮ ⋮ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

a11 = u11, ⋯, a1n = u1n
a21 = m21u11, …, an1 = mn1u11
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m21u12 + u22 = a22, …, m21u1n + u2n = a2n
u22 = a22 − m21u12, …, u2n = a2n−m21u1n
m31u12 + m32u22 = a32, …, mn1u12 + mn2u22 = an2

m32 = (a32 − m31u12)/u22, …, mn2 = (an2 − mn1u12)/u22

•如此一行一列的进行计算 

•对� 的元素� ，当� 和� 时 

 

A aij j ≥ k i ≥ k

akj =
k−1

∑
r=1

mkrurj + (ukj) aik =
k−1

∑
r=1

mirurk + mikukk
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矩阵� 和矩阵� 的计算公式L U

�  

计算次序 

    �  

  

ukj = akj −
k−1

∑
r=1

mkrurj mik = (aik −
k−1

∑
r=1

mirurk)/ukk

u11 u12 ⋯ u1n
m21 u22 ⋯ u2n
⋮ ⋱ ⋮

mn1 ⋯ mn,n−1 unn
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例 求矩阵的Doolittle分解

            �  

    

  

A =

2 4 4 2
3 3 12 6
2 4 −1 2
4 2 1 1
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�  

�  

    

  

A =

2 4 4 2
3 3 12 6
2 4 −1 2
4 2 1 1

⇒

2 4 4 2
3/2 3 12 6
1 4 −1 2
2 2 1 1

⇒

2 4 4 2
3/2 −3 6 3
1 0 −1 2
2 2 1 1

⇒

2 4 4 2
3/2 −3 6 3
1 0 −5 0
2 2 19/5 −9
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�  

    

  

L =

1
3/2 1
1 0 1
2 2 19/5 1

U =

2 4 4 2
−3 6 3

−5 0
−9
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Crout分解法 

• � ,� 是一个下三角矩阵，� 是一个
单位上三角矩阵 

•是否也能够得到� 和� ？ 

         

A = L̄Ū L̄ Ū

L̄ Ū
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Crout分解法 

=

l̄11

l̄21 ⋱
⋮ ⋱ ⋱
l̄n1 ⋯ l̄n,n−1 l̄nn

1 ū12 ⋯ ū1n

1 ⋯ ū2n
⋱ ⋮

1

A =

a11 a12 ⋯ a1n
a21 a22 ⋯ a2n
⋮ ⋮ ⋮

an1 an2 ⋯ ann
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Crout分解法 

•一列一行的进行计算 

            �  

         

lik = aik −
k−1

∑
r=1

lirurk

ukj = (akj −
k−1

∑
r=1

lkrukj)/lkk
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三对角矩阵分解 

•三对角方程组 

   �  

                   

b1 c1

a2 b2 c2
⋱ ⋱ ⋱

an−1 bn−1 cn−1

an bn

x1
x2
⋮

xn−1
xn

=

f1
f2
⋮

fn−1

fn
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Poisson方程 

•Poisson方程 

   �  

•静电学、波动问题等等 

•如何进行数值求解？ 

                   

{−uxx = f(x), 0 < x < 1
u(0) = 0, u(1) = 1
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Poisson方程的有限差分法

•构造一个均匀网格�  

  �  

•在网格点� 上对函数� 进行逼近 

          �  

•边界条件� 。                   

xj = jΔx, Δx = 1/M

xj u(xj)

u(xj) ≈ uj, j = 0,…, M

u0 = 0, u1 = 1
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•用差分替代微分 

  �  

•在网格点� 上对函数� 进行逼近

�   

•三对角方程组求解                  

f(xj) = − uxx(xj) ≈
−uj−1 + 2uj − uj+1

Δx2

xj u(xj)

1
Δx2

2 −1
−1 2 −1

⋱ ⋱ ⋱
−1 2 −1

−1 2

u1
u2
⋮

uM−2
uM−1

=

f1 + u0

f2
⋮

fM−2

fM−1 + uM
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例 求矩阵� 的� 分解                   

2 −1
−1 3 −2

−2 4 −2
−3 5

LU
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  �  

�  

�

2 −1
−1 3 −2

−2 4 −2
−3 5

⇒

2 −1
−1/2 5/2 −2

−2 4 −2
−3 5

⇒

2 −1
−1/2 5/2 −2

−4/5 12/5 −2
−3 5

⇒

2 −1
−1/2 5/2 −2

−4/5 12/5 −2
−3 5

L =

1
−1/2 1

−4/5 1
−5/4 1

U =

2 −1
5/2 −2

12/5 −2
5/2
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三对角矩阵的� 分解 LU

=

1
◼ 1

⋱ ⋱
◼ 1

◼ 1

◼ ◼
◼ ◼

⋱ ⋱
◼ ◼

◼

◼ ◼
◼ ◼ ◼

⋱ ⋱ ⋱
◼ ◼ ◼

◼ ◼
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三对角矩阵的� 分解 LU

A =

b1 c1

a2 b2 c2
⋱ ⋱ ⋱

an−1 bn−1 cn−1

an bn

⇒

β1 c1

α2 β2 c2
⋱ ⋱ ⋱

αn−1 βn−1 cn−1

αn βn

β1 = b1

αk =
ak

βk−1
, βk = bk − αkck−1, k = 2,…, n
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三对角矩阵的� 分解LU

•求解�  

  �  

•求解�       

         �  

•计算复杂度？                   

Ly = f

{y1 = f1
yk = fk − αkyk−1, k = 2,…, n

Ux = y

{xn = ynβn

xk = (yk − ckxk+1)/βk, k = n − 1,…,1
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三对角矩阵的� 分解LU

•计算复杂度为�  

• � 分解是求解三对角方程组的最优方法 

•这个结论可以推广到� 对角矩阵      

• � 分解？                   

𝒪(n)

LU

d

PA = LU



XIAOZHOU

谢谢！


